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1 Wstep

Referat na podstawie rozdzialu pierwszego (,,Longest increasing subsequences in random permutations”) z Dan Romik,
The Surprising Mathematics of Longest Increasing Subsequences (2014). Obrazki réwniez stamtad pochodza!

Definicja. Podciag permutacji o € S,, to ciag (o(i1),0(i2),...,0(ix)) taki, ze 1 < i3 <iz <...<ip <n
Definicja. Podciag nazywamy rosnacym, jezeli (i) < o(ia) < ... < o(ix).
Definicja. Dhugo$é maksymalnego podciagu rosnacego permutacji o € S,, oznaczamy

L(o) = max {1l < k < n: o ma rosnacy podciag dlugosci k}

Przyktad.

Podciag maksymalny: (4,5,6,7)
L(o)=4

Definicja. Srednia wartosé L(o) po wszystkich permutacjach rzedu n:

1 11
bo=—S"1L dzie — =
nl g; (o) edde 75 = o

Definicja. Przez o, : Q — S,, oznaczmy zmienna losowa, taka ze Vo € S, P(o,, = o) = 1/n! (0,zwraca permutacje
wedlug rozkladu jednostajnego na grupie permutacji Sy,)

Obserwacja. ¢, = E(L(0y,))

Przyktad.

3 29 67
— =2 = — = —
5 l3 =2, 4 ok s 2

=1, ly=

1
=53 +2+2+2+1+2)=2

Pytanie. Jak zachowuje si¢ ¢,, dla n — oo? ,,Ulam—Hammersley problem”

Odpowiedz (pelna). Asymptotycznie dla n — oo:
by = 2vn+ en'/® 4 o(n'/%) gdzie ¢ = —1, 77108

(Baik, Deift, Johansson, 1998) ,,On the Distribution of the Length of the Longest Increasing Subsequence of Random
Permutations”

fn) _
gty =0

Uwaga (Notacja male 0). f(n) =o0(g(n)) < lim,



Odpowiedz (uproszczona).

ln 9
o N
\/ﬁ n—oo
Ponadto, dla losowej permutacji o, zachodzi réwniez zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa:
L(on) » . : L(on)
o — 2 (czyli Ve > 0 mamy nh_)rrgoﬂl’ﬂ N 2| >¢)=0)

(Z prawdopodobienstwem réwnym 1 losowa permutacja o, bedzie miala najdtuzszy podciag dtugoscei 2v/n + o(y/n))

e (Vershik, Kerov, 1977) ,Asymptotics of the Plancherel measure of the symmetric group and the limiting shape of
Young tableaux”

e (Vershik, Kerov, 1985) , The asymptotics of maximal and typical dimensions irreducible representations of the
symmetric group”

e (Logan, Shepp, 1977) , A variational problem for random Young tableaux”

Plan. Opisze droge prowadzaca do odpowiedzi uproszczone;j.

2 Patience sorting

Pytanie. Majac konkretne o € S,,, jak obliczyé¢ L(c)?

Odpowiedz. Patience sorting (Ross, 1960) (po polsku: ,Sortowanie przez laczenie naturalne”) (,patience” to po
polsku ,pasjans”)

Algorytm. Po kolei wykreslamy wartosci permutacji i umieszczamy je w rzedzie kolumn wedlug nastepujacych zasad:
e Sekwencyjnie poréwnujemy obecnie rozwazang liczbe x z liczbami znajdujacymi sie w najwyzszym rzedzie.

e Jezeli istnieje y z najwyzszego rzedu taki, ze jako pierwszy spelnia x < y, to umieszczamy x na szczycie kolumny,
w ktorej znajduje sig y.

o Jezeli x jest wieksze od kazdej liczby z najwyzszego rzedu, to umieszczamy x w osobnej kolumnie.

Przyklad. o = [412765893]

4 4 4 4
- 125 > 1258
4 6 4 6
7 7
~ 12589 - 1 23809
4 6 4 5
7 6
7

Figure 1.2 The patience sorting algorithm applied to the
permutation (4,1,2,7,6,5,8,9, 3).

Przykltad. o = [156432]

Twierdzenie. Po zaaplikowaniu algorytmu patience sorting do permutacji o € Sy, koricowa liczba kolumn wynosi
L(o).

Whiosek. Zamiast pytac o dlugosé najdiuziszego podciggu permutacji, mozemy pytaé o liczbe kolumn otrzymanych
przez algorytm patience sorting.



3 Diagramy i tableaux Younga

Definicja. Podzial liczby naturalnej n € N to zbiér liczb naturalnych, ktére sumuja sie do n. Rownowaznie, zamiast
zbioru mozemy uzywaé posortowanego ciagu (czyli wektora). Jezeli A jest podziatem n, to piszemy A b n.

Przyktlad.
n="7A=(4,21)F
n="7A=(1,1,1,1,1,1,1) Fn
n="7X=(6,1)F
n:7,/\:(3,2,2)|—n

n =50, A =(24,10,6,3,2,2,2,1) F n

Uwaga. Podzial liczby n mozna przedstawié¢ jako tzw. diagram Younga o n blokach. Podzial liczby i jego diagram
Younga bedziemy oznacza¢ wspélnym symbolem A.

Przyktad.
(4,4,3,1,1) H13 « TUTAJ NARYSUJ DIAGRAM YOUNGA W KONWENCJI ANGIELSKIEJ
(7,5,4,4) 20 < TUTAJ NARYSUJ DTAGRAM YOUNGA W KONWENCJI ANGIELSKIEJ

Definicja. (Standardowe) tableaux Younga to diagram Younga A F n, w ktdérego blokach umieszczono liczby
naturalne 1,2,...,n w taki sposob, ze liczby w wierszach i kolumnach sa uporzadkowane rosnaco.

Przyktad.
Dla A = (4,4,3,1,1) <« TUTAJ NARYSUJ TABLEAUX YOUNGA W KONWENCJI ANGIELSKIEJ
Dla A = (7,5,4,4) < TUTAJ NARYSUJ TABLEAUX YOUNGA W KONWENCJI ANGIELSKIE]

4 Algorytm Robinsona-Schensteda

WWW. _RSK correspondence”

Algorytm. Tak samo jak patience sorting, ale liczbe zepchnieta w dot liczbe traktujemy jako wejécie patience sorting
zaaplikowanego do wiersza nizej.

Przyktad. o = [412765893]

4 — 1 — 1 2 — 1 2 7 — 1 2 6
4 4 4 4 7
— 1 25 — 1 2 5 8
4 6 4 6
7 7
— 1 2 5 8 9 — 1 2 3 8 9
4 6 4 5
7 6
7
Figure 1.3 The “recursive patience sorting” algorithm
(essentially the Robinson—Schensted algorithm) applied to the
permutation (4,1,2,7,6,5,8,9, 3).

Twierdzenie. Algorytm R-S dostaje permutacje o € S, i zwraca tréjke (A, P,Q), gdzie X jest diagramem Younga, a
P,Q sq tableaur Younga o ksztalcie .

Jest to bijekcja (majgc tréjke, mozemy odzyskaé permutacje).

Ponadto, mamy L(c) = A1, gdzie A1 to dlugo$é pierwszego wiersza (od gory) A.

Definicja. Przez d) oznaczmy wymiar ), czyli liczbe tableaux, ktére mozna otrzymaé z diagramu .

y a3 =n!

AFn

Whniosek. Dla kazdego n > 1 mamy
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Figure 1.5 The insertion and recording tableaux generated by the

Robinson-Schensted algorithm for the permutation
(4,1,2,7,6,5,8,9,3).

Dowdd. P i@ maja ksztalt A\. Mozemy utworzy¢ d tableaux z P oraz d) tableaux z Q. Zauwazmy tez, ze n! = |S,|. O
Uwaga. Tableux P i @ nie beda nam juz potrzebne w tym referacie. Zapomnijcie o nich.
Pytanie. Z jakim prawdopodobienstwem losowej permutacji o,, algorytm R-S przypisze diagram A?

Odpowiedz. Algorytm R-S otrzymuje o,, i zwraca losowy diagram Younga A(™ o n blokach. Z poprzedniego wniosku
wynika, ze A(™ ma ksztalt A z prawdopodobienstwem réwnym:
d2
(n) — )= 22
P(A™ = X) = o

Powyzsza miare prawdopodobienstwa nazywamy miarg Plancherela rzedu n.

Whiosek. Zamiast badad rozklad L(cy,) mozemy badaé rozklad /\Y‘), czyli rozklad dlugosci pierwszego wiersza diagramow
Younga losowanych wedlug miary Plancherela rzedu n.

5 Ksztalt graniczny diagraméw Younga losowanych wedlug miary Plan-
cherela

Definicja. Niech (i,5) bedzie wspdélrzedna diagramu Younga A F n (i to indeks wiersza, j to indeks kolumny).
Definiujemy hook-length jako funkcje:

zwracajaca liczbe blokéw na prawo i w dét od bloku (4, j), wlacznie z (7, j). (N} to liczba blokéw w j-tej kolumnie)

Przyktad. DODAC RYSUNKI DIAGRAMOW YOUNGA W NOTACJI ANGIELSKIEJ I WPISAC LICZBY RE-
PREZENTUJACE HOOK-LENGTH

(4) = 44+3+2+1=10

(3,1) = 4+2+14+1=38
(2,2) = 3+2+2+4+1=38
(7) = 7T+6+5+4+3+2+1=28
(4,1,1,1) = 7T+3+3+24+2+1+1=19
(4,2,1) = 64+4+3+2+1+1+1=18
(3,3,1) = 54+4+3+2+2+1+1=18
Twierdzenie. Jezeli A n, to
n!
= H(m‘) h)\(i7j)7

gdzie iloczyn przebiega wspdlrzedne (i,5) wszystkich blokdw w diagramie A.

Przyklad. A= (5,2,1,1)F9

! 2
_ 9 _ 362,880 _ o
1-1-1-2-2.3-4-5-8 1920

Uwaga (konwencje rysowania diagraméw Younga).

dy

WWW. | young diagram plancherel measure” w Google grafika + NARYSOWAC SZKICOWO NA TABLICY W
KONWECJI ROSYJSKIEJ



English French Russian

Definicja. Przez F oznaczmy zbiér funkcji f : [0, 00) — [0, 00) takich, ze:
(i) f jest nierosnaca,
(i) [y flz)de =1,

(iii) f ma zwarty nosnik, czyli supsuppf = sup {z > 0: f(z) > 0} < occ.

| NARYSOWAC PRZYKEAD

Uwaga. Kazdy diagram Younga A mozemy potraktowaé jako funkcje ¢y = ¢,, € F, zdefiniowana jako:
1
y(x) = dn(x) = %)‘l[z\/ﬁj+1

(dzieki skalowaniu przez /n, pole pod wykresem funkcji ¢, wynosi 1), gdzie A, jest iloécia blokéw w i-tej kolumnie
diagramu A.

Twierdzenie. Asymptotycznie dla n — oo, dla kaidego diagramu Younga o n blokach mamy:

d2
PO =) = #" = exp(—n(1 + 2Inook (d2) + O(

logn
vn

gdzie Inook(dx) to ciggly odpowiednik funkcji log(H(ivj) ha(i,7)), ktéry wyraza sie wzorem:

));

o pf(a)
Thook(f) =/ / log hf(z,y) dy dx.
o Jo

Uwaga.
o Im Ipo0k(éx) mniejsze, tym bardziej prawdopodobne, ze losowa permutacja A ma ksztalt .
o Zwigkszenie Ijoor(¢n) 0 stala, zmniejsza P(A™ = ) razy stala.
e Zwigkszenie n, magnifikuje efekt opisany w poprzednich dwdéch itemach.

Problem. Znajdz ¢, € F, dla ktérego Ipook(¢n) jest najmniejsze (problem wariacyjny).

Definicja. Niech ¢, := 1, bedzie ciagla funkcja, odpowiadajaca diagramowi Younga A narysowanemu w konwencji
rosyjskiej, czyli powstala przez obrét wykresu ¢,, o 45°.

TUTAJ NARYSOWAC OBRAZEK PRZED I PO OBROCIE‘
Bardziej formalnie, zachodzi zamiana wspélrzednych:

_ _ _r-y _rty

Definicja (Ksztalt graniczny Logana-Sheppa-Vershika-Kerova dla Plancherel-losowych diagraméw Younga).

2(usin (L) +vV2 —u?) |ul < V2
v(u) =Qu)=q7 V2
() = o) {|u e

Uwaga. Q(:tﬂ) =42

Twierdzenie (Vershik, Kerov, Logan, Shepp, 1977). Losowa funkcja v, zbiega wedlug prawdopodobiernstwa, wzgledem
normy || - ||oo do ksztaltu granicznego Q, czyli:

Ye>0  P(sup |y, — Q| >e) Z250.
u€R
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Figure 1.13 (a) The Logan—Shepp—Vershik—Kerov limit shape Q.
(b) The limit shape superposed for comparison (after correct
scaling) on a simulated Plancherel-random Young diagram of
order n = 1000.

Whniosek. Obracamy 1, 0o —45° stopni, aby odczytaé x = sup supp ¢, -

v4u Q(u)+u:\/§+\/§:

xr= =

V2 V2 V2

Odskalowujemy ¢, aby uzyskac dlugosé pierwszego wiersza diagramu Younga:

2

)\gn):x n=2vn

Teraz machamy rekoma, aby uzasadnié, ze L(oy)//n —— 2 oraz ((oy,) /v ——25 2.

Uwaga. W dowodach, ktére pominalem, wykorzystuje si¢ nastepujace narzedzia analizy:
e transformate Fouriera,
o transformate Hilberta,

e ulamkowg catke i pochodng (pomijam zalozenia, przy ktérych sa dobrze zdefiniowane i sa wzajemnymi odwrotno-
Sciami):

— calka Riemanna-Liouville’a

(I f) (@) = ﬁ / " H(0) (@ — ) e,

— pochodna Marchauda

(Dag)(x) = r(1oi ) /Ooo fe) = Jle =1

t1+a

6 Dygresja o teorii reprezentacji

Definicja. Reprezentacja skoniczonej grupy G nazywamy homomorfizm ¢ : G — GL(n, C), gdzie GL(n,C) jest grupa
odwracalnych macierzy rzedu n nad ciatem C. Liczbe n nazywamy wymiarem reprezentacji .



Kazda skoficzona grupa ma nieskonczona ilo$¢ reprezentacji, ale tylko skoniczona iloéé¢ (odpowiadajaca ilosci klas
sprz@ionoéeﬂ) reprezentacji nierozkltadalnych. Kazda reprezentacja moze by¢ rozlozona na sume reprezentacji
nierozktadalnych.

Uwaga. Gléwna motywacja badania diagraméw Younga jest ich zwiazek z teorig reprezentacji. Istnieje bijekcja:
nierozkladalne reprezentacje S, < podzialy liczby n < diagramy Younga o n blokach.

Uwaga. Wymiar nierozkladalnej reprezentacji S,, odpowiadajacej podzialowi A F n wynosi doktadnie dy (liczba
standardowych tableux Younga na \).

Uwaga. Jakiemu diagramowi Younga odpowiada nierozkladalna reprezentacja S, o najwiekszym wymiarze? Rowno-
waznie, ktéry diagram Younga A ma najwieksze d)? Dla skoniczonych n nie wiemy. Natomiast wiemy, ze jezeli n — oo,
to do funkcji €2 zbiega funkcja 1, odpowiadajaca diagramowi Younga u,, ktéry ma najmniejsze H(i’j)hk(i’j), czyli
najwigkszy wymiar d,,, .

IElement a € G jest sprzezony z b € G jesli istnieje taki g € G, ze a = gbg~!. Relacja ta jest relacja réwnowaznosci, ktéra dzieli G na
roztaczne podzbiory zwane ,klasami sprzezonosci”.



