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O czym bedziemy

O Co to?

© Rozmaitosci topologiczne
© Rozmaitosci gladkie

@ Rozmaitosci Riemanna

@ Rozmaitosci zespolone
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Co to sg rozmaitosci?

torus
double torus

cross surface Klein bottle
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Rozmaitosci topologiczne

Definicja.
Przestrzen Hausdorffa M nazywamy rozmaitoécia topologiczna, jesli:

Q istnieje otwarte pokrycie M = J,er Un oraz homeomorfizm ¢, : Uy, — V, dla
kazdego U, w zbior otwarty V, C R™.

@ dla kazdego U, NUp # 0,

PaB = 9B ° P lpa(Uanty) : PaUa NUg) = ©03(Us N Up)

jest homeomorfizmem.

Liczbe n nazywamy wymiarem rozmaitosci M. Para (Uy, @) tworzy uktad wspélrzednych.
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Rozmaitosci topologiczne
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fikacja rozmaitosci

Podaé liste n-rozmaitosci i twierdzenie méwiace, ze kazda n-rozmaitosé jest
homoemorficzna do jednej rozmaitosci z listy, razem z wszystkimi niezmiennikami
pomagajacymi ustali¢ gdzie przypisaé ta rozmaitosé.
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fikacja rozmaitosci

Podaé liste n-rozmaitosci i twierdzenie méwiace, ze kazda n-rozmaitosé jest
homoemorficzna do jednej rozmaitosci z listy, razem z wszystkimi niezmiennikami
pomagajacymi ustali¢ gdzie przypisac¢ ta rozmaitosé.

Twierdzenie. (Klasyfikacja powierzchni)

Kazda zwarta rozmaito$¢ jest homeomorficzna ze sfera lub powierzchnia skoniczonego
genusu lub ze suma spéjna powierzchni rzutowych.
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Klasyfikacja rozmaitosci

Podaé liste n-rozmaitosci i twierdzenie méwiace, ze kazda n-rozmaitosé jest
homoemorficzna do jednej rozmaitosci z listy, razem z wszystkimi niezmiennikami
pomagajacymi ustali¢ gdzie przypisac¢ ta rozmaitosé.

Twierdzenie. (Klasyfikacja powierzchni)

Kazda zwarta rozmaito$¢ jest homeomorficzna ze sfera lub powierzchnia skoniczonego
genusu lub ze suma spéjna powierzchni rzutowych.

Hipoteza Poincaré.

Kazda 3-rozmaito$¢ M z m (M) = 0 jest homeomorficzna ze sfera tréjwymiarowa.

Hipoteza Poincaré jest jedynym rozwigzanym Problemem Milenijnym. Dokonal tego
Grigorij Perelman w 2003 roku.
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Zanurzenia rozmaitosci

Gladkie odwzorowanie pomiedzy dwoma gltadkimi rozmaitosciami F': M — N jest gladka
immersja, jesli jego rozniczka jest réoznowartosciowa w kazdym punkcie. Gtadkim
zanurzeniem M w N nazywamy immersje F': M — N, ktéra jest dodatkowo
homeomorficzna na swéj obraz F (M) C N.

Twierdzenie. (Whitney’a o zanurzeniu)

Kazda gtadka n-rozmaito$¢ z brzegiem lub bez posiada wlasciwe, gtadkie zanurzenie w
przestrzen R2"+1,
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Caltkowanie

Dla rozmaitosci mozemy wyrazié¢ dalekgo idace uogdlnienie zasadniczego twierdzenia
rachunku calkowego.

Twierdzenie. (Stokesa)

Niech M bedzie zorientowana, gtadka n-rozmaitoscig z brzegiem oraz niech w bedzie
(n — 1)-forma o zwartym nosniku na M. Wtedy

/ dw:/ w.
M oM

Bartosz Repczynski Rozmarroscr? 15 grudnia 2025 8/23



Grupy Liego

Definicja.

Grupa Liego nazywamy gladka rozmaito$é G (z brzegiem), ktéra jest jednoczesnie grupa
w sensie algebraicznym, taka ze mnozenie i branie odwrotnosci sg gtadkie jako operacje.

Przyktad.
GL,(C)={A e M,(C) : det A # 0}
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Rozmaitosci Riemanna

Gléwnym problemem jest teraz krzywizna, ktora wyraza sie krzywizna Gaussa.
Korzystamy z narzedzi geometrii rézniczkowej.
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Metryka Riemanna

Definition

Metryka Riemanna na gtadkiej rozmaitosci M nazywamy 2-pole tensorowe g € 72(M),
ktore jest symetryczne (g(X,Y) = ¢g(Y, X)) oraz dodatnio okreslone (g(X, X) > 0, dla
X #0). Metryka Riemanna wyznacza iloczyn skalarny na kazdej przestrzeni stycznej T, M

(X,)Y) :=g(X,Y).

Rozmaitos¢ M wraz z metryka Riemanna tworzy rozmaitosé riemannowska.
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Metryka Riemanna

Definition

Metryka Riemanna na gtadkiej rozmaitosci M nazywamy 2-pole tensorowe g € 72(M),
ktore jest symetryczne (g(X,Y) = ¢g(Y, X)) oraz dodatnio okreslone (g(X, X) > 0, dla
X # 0). Metryka Riemanna wyznacza iloczyn skalarny na kazdej przestrzeni stycznej T, M

(X,)Y) :=g(X,Y).

Rozmaitos¢ M wraz z metryka Riemanna tworzy rozmaitosé riemannowska.

Przyktad.
Dla M =R"ig=dz?+...+dx2, (M,g) jest rozmaitoécia Riemanna.
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Zupetnosé rozmaitosci Riemanna

Odlegtosci mierzymy po krzywych. Krzywa geodezyjna to krzywa bedaca najkrétsza
krzywa pomiedzy dwoma punktami. Rozmaitosé¢ Riemanna jest geodezyjnie zupelna, jesli
kazda geodezyjna jest okreslona dla kazdego t € R.

Twierdzenie. (Hopfa-Rinowa)

Spéjna rozmaito$¢ Riemanna jest geodezyjnie zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy jest
zupelna jako przestrzen metryczna.
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Wzor Gaussa—Bonneta

Twierdzenie. (Wzér Gaussa-Bonneta)

Niech v bedzie zakrzywionym wielokatem na zorientowanej 2-rozmaitosci Riemanna
(M, g) oraz v jest dodatnio zorientowany jako brzeg zbioru otwartego {2 o zwartym

domknieciu. Wtedy
/ KdA+//1Nds+Z€i =2,
Q ¥ s

gdzie K jest krzywizng Gaussa g, dA jest elementem objetosci Riemanna, xy znakiem
krzywizny, €; sa katami zewnetrznymi ~.
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Co daje Gauss-Bonnet?

Whiosek.

Q@ Suma katéw wewnetrznych w tréjkacie euklidesowym jest rowna 7.

© Obwdd euklidesowego kota o promieniu R jest réwny 27 R.

@ Jedli v : [a,b] — R? jest jednostkows prosta krzywa zamknieta taka, ze 7/ (a) = 7/ (b) i
N jest wewnetrznym wektorem normalnym, to

b
/ ko (£)dt = 2.
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Ogélny Gauss—Bonnet

Twierdzenie. (Ogolny wzér Gaussa-Bonneta)

Jedli M jest triangularyzowana, zwarta, zorientowana, 2-rozmaitoscia Riemanna. Wtedy

/ KdA =2mx(M).
M

Bartosz Repczynski RozmAarroscr? 15 grudnia 2025 15 /23



Rozmaitosci zespolone
Najlepsze rozmaitosci. Przekrdj analizy zespolonej, algebry, geometrii algebraicznej,

Sl

topologii, geometrii rézniczkowej itd.
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Wiazki wektorowe i liniowe

Definicja.

Niech M bedzie rozmaitoscia topologiczna. Zespolona wiazka wektorowa stopnia k nad M
nazywamy przestrzen E razem z surjekcja 7 : E — M, taka ze kazde widkno E, = 7~ 1(p)
posiada strukture k-wymairowej zespolonej przestrzeni liniowej i kazdy punkt p € M
posiada otoczenie U nad ktérym istnieje lokalna trywializacja wiazki, ktora jest
homeomorfizmem ¢ : 7~1(U) — U x CF obcinajacym sie do izomorfizmu liniowego z E, do
{q} x C* dla kazdego q € U.

v

Wiazka liniowa to wigzka wektorowa stopnia 1. Jedli 7 jest holomorficzne i trywializacja
moze by¢ biholomorficzna, to mamy holomorficzna wigzke.
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Rozmaitosci rzutowe

Definicja.

Zespolona przestrzen rzutowa P, to zbiér 1-wymiarowych podprzestrzeni C**1.
Identyfikujemy ja z C"*1 \ {0} z relacjg réwnowaznosci: z ~ 2’ wtedy i tylko wtedy, gdy
2 =Xz dla X #0.

Twierdzenie (Chowa).

Kazda domknigta podrozmaitosé P, jest algebraiczna.
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Rozmaitosci Kahlera

Definicja.

Rozmaitosé zespolona na ktorej istnieje gladka, zamknieta, dodatnia (1, 1)-forma (forma
Kéhlera) definiujaca metryke Kéhlera nazywamy rozmaitoscia Kéhlera.

Forma Kihlera jest zamknieta wigc wyznacza klasg kohomologii [w] € H3g (M, R) zwana
klasa Kéahlera tej metryki.

Przyktad.

Forma )
|w®

1_
= —001
WFS 288 og WE

zadaje metryke Kéhlera zwana metryka Fubiniego—Strudy’ego.
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Rozmaitosci Hodge’a

Definition

Rozmaitosé Kahlera wyposazong w metryke postaci

7 82 10g ha g _k
Wh = — E —_— de A dZ
2m < 9oz "

nazywamy rozmaitosciag Hodge’a.

Przyktad.

P, (C) z wgs tworzy rozmaito$é Hodge’a.

Twierdzenie.

Kazda zespolona podrozmaitosé P, (C) jest Hodge’a.
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Zanurzenie w przestrzen rzutowa

Twierdzenie. (Kodairy o zanurzeniu / Wiazki liniowe)

Zwarta zespolona rozmaito$¢ jest rzutowa wtedy i tylko wtedy, gdy posiada dodatnia
holomorficzng wiazke liniowa.

Twierdzenie. (Kodairy o zanurzeniu / Geometryczne)

Zwarta zespolona rozmaito$¢ jest rzutowa wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozmaitosciag
Hodge’a.
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Zakonczenie

DZIEKUJE ZA UWAGE!
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Literatura

Znajdz kogo$ kto bedzie na ciebie patrzyt tak, jak John M. Lee patrzy na rozmaitosci.

Introduction to Introduction Introduction to
Smooth Manifolds to Topological Riemannian
Manifolds Manifolds

Introduction Introduction Introduction Riemannian Introduction

to Smooth to Topological  to Riemannian  manifolds to Complex
Manifolds Manifolds Manifolds Manifolds
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